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1 Johdanto
Tutkielman tarkoituksena on käsitellä funktiosarjojen tasaista suppenemista
ja siihen liittyvää funktiosarjojen termeittäin derivoimista ja integroimista.
Tavoitteena oli luoda selkeä johdanto tähän aiheeseen esittelemällä pohjatie-
dot kattavasti ja havainnollistamalla teoriaa selkein esimerkein. Näin ollen
syvällisempi teoreettinen tarkastelu ja sovellutukset rajautuivat työn ulko-
puolelle. Vaikka pohjatietoja esitetään melko runsaasti, edellytetään lukijal-
ta perustuntemusta funktioista ja reaalilukusarjoista.
Luvussa 2 esitellään tarvittavat tiedot lukujoukoista, määritellään lyhyesti
lukujonot ja sarjat sekä käsitellään sarjojen suppenemiseen liittyviä perus-
lauseita. Eritoten supremum ja geometrisen sarjan summa ovat tärkeitä työ-
kaluja. Luvussa 3 käydään läpi tämän työn kannalta olennaisia funktioiden
ominaisuuksia. Sarjoissa esiintyy usein trigonometrisia funktioita, joten nii-
den perusominaisuudet kerrataan. Esitellään lyhyesti raja-arvo, jatkuvuus,
derivoituvuus ja integroituvuus. Näihin liittyvistä lauseista esitetään tämän
työn kannalta oleelliset, joskin todistukset sivuutetaan työn fokuksen säilyt-
tämiseksi. Integroituvuus määritellään Darboux’n summien avulla ja Esimer-
keissä 3.4.4 ja 3.4.7 havainnollistetaan määritelmään pohjaavaa integraalin
määräämistä. Tässä kohdassa yksityiskohtaisuus on tarpeen, jotta jatkossa
voidaan perustella epäjatkuvan funktion määrätyn integraalin olemassa olo.
Luvussa 4 käsitellään funktiojonojen pisteittäistä ja tasaista suppenemista,
joista jälkimmäisen osoitetaan olevan riittävä ehto jatkuvuuden säilymiselle.
Lisäksi osoitetaan funktiojonon tasaisen suppenemisen olevan edellytys sille,
että funktiojonon raja-arvon otannan ja integroinnin järjestys voidaan vaih-
taa. Funktiojonon derivoimisen tapauksessa huomataan, että tasaisen suppe-
nemisen lisäksi tarvitaan ehto funktiojonon derivaattojen tasaisesta suppe-
nemisesta, jotta derivoinnin ja raja-arvon otannan järjestys voidaan vaihtaa.
Funktiojonoista siirrytään Luvun 5 funktiosarjoihin. Määritellään tasainen
suppeneminen funktiosarjojen tapauksessa ja esitellään kaksi lausetta, joi-
den nojalla voidaan tasainen suppeneminen todeta. Tärkeä tulos on Lause
5.1.7, jonka mukaan sarjan tasaisesta suppenemisesta seuraa sarjan summa-
funktion jatkuvuus. Sarjojen termeittäin integroimiseen ja derivoimiseen liit-
tyvät lauseet käsitellään esimerkkeineen.
Luvussa 6 tutustaan vielä funktiosarjojen tasaiseen suppenemiseen liittyvään
erikoisuuteen, niin kutsuttuihin patologisiin funktioihin. Nämä ovat funktio-
sarjoja F (x) =
∑∞
k=1 fk(x), joiden tasaisesta suppenemisesta seuraa funk-
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tion F jatkuvuus, mutta äärellistä derivaattaa ei ole olemassa millään funk-
tioiden fk määrittelyvälillä. Mielenkiinnon vuoksi esitellään hieman tämän
ilmiön löytämisen historiaa, jonka jälkeen tutustutaan Weierstrassin funk-
tioon ja todistetaan tämän funktion olevan kaikkialla jatkuva, mutta ei mis-
sään derivoituva.
2 Lukujonoista ja sarjoista
2.1 Lukujoukoista
Esitellään aluksi joukkojen rajoittuvuuteen liittyviä määritelmiä sekä kol-
mioepäyhtälö. Joukko S tarkoittaa tässä yhteydessä jotain reaalilukujoukon
R epätyhjää osajoukkoa.
Määritelmä 2.1.1. Reaalilukua M kutstutaan joukon S maksimiksi , jos
x ≤ M kaikilla x ∈ S ja M ∈ S. Reaaliluku m on joukon S minimi, jos
x ≥ m kaikilla x ∈ S ja m ∈ S.
Määritelmä 2.1.2. Joukko S on ylhäältä rajoitettu, jos on olemassa reaali-
luku B siten, että x ≤ B kaikilla x ∈ S. Lukua B sanotaan joukon ylära-
jaksi. Vastaavasti joukko on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa reaaliluku b
siten, että x ≥ b kaikilla x ∈ S. Tällöin b on joukon alaraja.
Jos joukolla on minimi tai maksimi, niin se on vastaavasti joukon ylä-
tai alaraja. Toisin kuin minimi ja maksimi, joukon ylä- ja alaraja eivät ole
yksikäsitteisiä. Tarvitaan pienimmän ylärajan ja suurimman alarajan mää-
ritelmät.
Määritelmä 2.1.3 (Supremum). Olkoon joukko S ylhäältä rajoitettu. Täl-
löin G on joukon S pienin yläraja, supremum, jos se on joukon yläraja ja
pienin kaikista ylärajoista. Siis x ≤ G kaikilla x ∈ S ja G ≤ B kaikille
joukon S ylärajoille B. Lukujoukon supremumia merkitään G = supS.
Määritelmä 2.1.4 (Infimum). Olkoon joukko S alhaalta rajoitettu. Tällöin
g on joukon S suurin alaraja, infimum, jos se on joukon alaraja ja suurin
kaikista alarajoista. Siis x ≥ g kaikilla x ∈ S ja g ≥ b kaikille joukon S
alarajoille b. Lukujoukon ifimumia merkitään g = inf S.
Jos joukolla on maksimi (tai minimi) niin maxS = supS (minS = inf S).
Lemma 2.1.5 (Kolmioepäyhtälö). Jos a ja b ovat reaalilukuja, niin
|a+ b| ≤ |a|+ |b|.
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Todistus. Ks. [16, s. 3]. 
Seuraus 2.1.6. Jos a ja b ovat reaalilukuja, niin
|a+ b| ≥ ||a| − |b|| .
Todistus. Ks. [16, s. 3]. 
2.2 Lukujonot
Ääretön lukujono on järjestetty joukko lukuja (ak) = {a1, a2, a3, . . .}.
Määritelmä 2.2.1. Ääretön lukujono on funktio, jonka määrittelyjoukko
on luonnollisten lukujen joukko ja maalijoukko mikä tahansa lukujoukko:
f : N → K, missä usein K = N,Q,R. Lukujonoa merkitään (ak)∞k=1,
lyhyemmin (ak), missä ak = f(k).
Huomautus 2.2.2. Määritelmä 2.2.1 on tämän työn muotoiluun sopivalla ta-
valla ilmaistu. Useissa lähteissä käytetään määrittelyjoukkona ei-negatiivisten
kokonaislukujen joukkoa {N ∪ 0}. Mainittakoon lisäksi, että indeksointi ei
ole yleisesti sidottu joukkoon {1, 2, 3, . . .}, vaan se voi olla mikä tahansa ei-
negatiivisten kokonaislukujen osajoukko.
Tässä työssä keskitytään reaalilukujonoihin (ak) : N → R, joissakin ta-
pauksissa esityksen yksinkertaistamiseksi on käytetty indeksointia nollasta
alkaen.
Määritelmä 2.2.3. Lukujono (ak) suppenee kohti arvoa A, jos jokaista
ε > 0 kohti on olemassa kokonaisluku N siten, että kaikilla k on voimassa
k > N ⇒ |ak − A| < ε.
Jos tällaista lukua A ei ole, lukujono (ak) hajaantuu. Jos lukujono (ak) suppe-
nee kohti arvoa A, merkitään limk→∞ ak = A, tai yksinkertaisemmin ak → A.
Tällöin A on lukujonon raja-arvo.
Määritelmä 2.2.3 on hyvin samankaltainen kuin määritelmä funktion raja-
arvolle äärettömyydessä.
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2.3 Sarjat
Sarjalla tarkoitetaan äärettömän lukujonon termien summaa
∞∑
k=1
ak = a1 + a2 + a3 + · · · .
Koska sarjassa on ääretön määrä summattavia, ei kaikkia termejä voida las-
kea yhteen. Näin ollen sarjoja tarkastellaan muodostamalla osasummia. Sar-
jan n:n ensimmäisen termin osasumma on
Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an,
joka äärellisenä summana voidaan laskea.
Määritelmä 2.3.1. Olkoon (ak) ääretön lukujono. Tällöin summa
∞∑
k=1
ak
on ääretön sarja. Luku an on sarjan n:s termi. Lukujono (Sk), määriteltynä
seuraavasti
S1 = a1
S2 = a1 + a2
...
Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑
k=1
ak
...
on sarjan osasummien jono, jossa Sn on sarjan n:s osasumma. Jos osasum-
mien jono suppenee kohti raja-arvoa S, myös sarja suppenee ja sen summa
on S. Näin ollen
∞∑
k=1
ak = lim
n→∞
Sn = lim
n→∞
n∑
k=1
ak = S.
Jos osasummien jono ei suppene, se hajaantuu.
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2.4 Sarjojen suppeneminen
Tässä kappaleessa esitetään sarjojen suppenemiseen liittyviä tunnettuina pi-
dettäviä apulauseita. Positiivitermisellä sarjalla tarkoitetaan sarjaa
∑∞
k=1 ak,
jolle ak > 0 kaikilla k ∈ N.
Määritelmä 2.4.1. Sarjaa
∞∑
k=1
aqk−1 = a+ aq + aq2 + aq3 + · · · ,
a 6= 0, kutsutaan geometriseksi sarjaksi.
Lemma 2.4.2. Geometrisen sarjan
∑∞
k=1 aq
k−1 n:s osasumma on
Sn =
a(1− qn)
1− q .
Jos |q| < 1, sarja suppenee ja
∞∑
k=1
aqk−1 =
a
1− q , |q| < 1.
Jos |q| ≥ 1, sarja hajaantuu.
Todistus. Muodostetaan lauseke Sn − qSn eksplisiittisessä muodossa ja rat-
kaistaan Sn. Kun |q| < 1, limn→∞ qn = 0 ja väite seuraa. 
Lemma 2.4.3. Jos sarja
∑∞
k=1 ak suppenee, niin limk→∞ ak = 0.
Todistus. Ks. [5, s. 37]. 
Lemma 2.4.4 (Majorantti- ja minoranttiperiaate). Olkoon
∑∞
k=1 ak ja
∑∞
k=1 bk
positiivitermisiä sarjoja. Olkoon lisäksi olemassa N siten, että ak ≤ bk, kun
k > N .
1. Jos majorantti
∑∞
k=1 bk suppenee,
∑∞
k=1 ak suppenee.
2. Jos minorantti
∑∞
k=1 ak hajaantuu,
∑∞
k=1 bk hajaantuu.
Todistus. Ks. [6, s. 381]. 
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Lemma 2.4.5. Sarja
∞∑
k=1
1
kp
suppenee, kun p > 1 ja hajaantuu, kun p ≤ 1.
Todistus. Sarjan suppeneminen, kun p > 1, osoitetaan kuten lähteessä [6].
Sarjan hajaantuminen, kun p = 1, osoitetaan kuten lähteissä [2] ja [8]. Kun
p < 1, kaikilla k pätee
k ≥ kp ⇔ 1
k
≤ 1
kp
ja sarjan hajaantuminen seuraa minoranttiperiaatteen nojalla. 
Lemma 2.4.6 (Suhdetestin raja-arvomuoto). Positiiviterminen sarja
∑∞
k=1 ak
suppenee, jos
lim
k→∞
ak+1
ak
= ρ < 1.
Todistus. Ks. [11, s. 28]. 
Lemma 2.4.7 (Leibnizin lause). Olkoon luvut ak, k ∈ N, positiivisia. Jos
ak > ak+1 kaikilla k ∈ N ja limk→∞ ak = 0, niin vuorotteleva sarja
∑∞
k=1(−1)k−1ak
suppenee. Lisäksi jäännöstermi Rn on samanmerkkinen kuin sarjan n + 1:s
termi ja |Rn| < an+1.
Todistus. Ks. [11, s. 40]. 
3 Funktioista
Tässä kappaleessa esitellään reaalimuuttujan reaaliarvoisiin funktioihin,
f : R → R, liittyviä määritelmiä ja lauseita. Näistä lisätietoa löytyy analyy-
sin peruskirjallisuudesta paljon, mainittakoon tässä Myrberg, [10], ja Ross,
[12].
3.1 Trigonometrisista funktioista
Palautetaan mieleen trigonometristen funktioiden sinin ja kosinin tunnettui-
na pidettäviä ominaisuuksia, jotka ovat olennaisia jäljempänä työssä. Mai-
nittakoon, että funktiot sin x ja cos x ovat määriteltyjä ja jatkuvia koko re-
aalilukujoukossa.
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Lemma 3.1.1. Funktioille sin x ja cos x pätee
1. | sin x| ≤ 1 ja | cos x| ≤ 1 kaikilla x ∈ R.
2. cos x ≥ 0, kun x ∈ [−pi
2
+ 2npi,
pi
2
+ 2npi], n ∈ Z.
3. sin(npi) = 0 ja cos((2n+ 1)pi) = −1, n ∈ Z.
4. eix = cos x+ i sin x, missä i on imaginääriyksikkö.
5. cos(x+ y) = cos x cos y − sin x sin y.
6. | sin x| ≤ |x| kaikilla x ∈ R.
3.2 Raja-arvo ja jatkuvuus
Funktioille on voimassa vastaavat rajoittuvuuden, supremumin ja infimu-
min määritelmät kuin lukujoukoille (Määritelmät 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 ja 2.1.4).
Raja-arvon määritelmä funktioille on seuraava:
Määritelmä 3.2.1 (Raja-arvo). Funktiolla f on pisteessä x0 ∈ R raja-
arvona reaaliluku L, jos jokaista lukua ε > 0 vastaa sellainen luku δ > 0,
että
|f(x)− L| < ε, kun 0 < |x− x0| < δ.
Tällöin merkitään
lim
x→x0
f(x) = L.
Toispuoleiset raja-arvot
lim
x→x+
0
f(x) ja lim
x→x−
0
f(x)
määritellään vastaavasti.
Funktion jatkuvuus tarkoittaa geometrisessä mielessä sitä, että funktion
kuvaaja on yhtenäinen, katkeamaton käyrä. Täsmällisesti funktion jatkuvuus
määritellään raja-arvon avulla.
Määritelmä 3.2.2 (Jatkuvuus). Avoimella välillä I määritelty funktio f on
jatkuva pisteessä x0 ∈ I, jos
lim
x→x0
f(x) = f(x0).
Jos f ei ole jatkuva pisteessä x0, se on x0:ssa epäjatkuva. Tällöin funktiolla
joko ei ole raja-arvoa pisteessä x0 tai limx→x0 f(x) 6= f(x0).
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Raja-arvon määritelmä huomioon ottaen jatkuvuuden määritelmä sisäl-
tää seuraavan [10]:
Seuraus 3.2.3. Funktio f on jatkuva pisteessä x0, jos ja vain jos jokaista
lukua ε > 0 vastaa luku δ > 0 siten, että
|f(x)− f(x0)| < ε, kun |x− x0| < δ.
Määritelmä 3.2.4. Funktio f on jatkuva avoimella välillä ]a, b[, jos se on
jatkuva jokaisessa pisteessä x0 ∈]a, b[.
Jatkuvuus suljetulla tai puoliavoimella välillä määritellään vastaavasti
toispuoleisten raja-arvojen avulla.
Määritelmä 3.2.5. Funktio on suljetulla välillä [a, b] jatkuva, jos se on jat-
kuva avoimella välillä ]a, b[, oikealta jatkuva pisteessä a ja vasemmalta jat-
kuva pisteessä b.
Lause 3.2.6. Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pistessä x0, niin f + g on
jatkuva pisteessä x0.
Todistus. Ks. [12, s. 92]. 
3.3 Derivoituvuus
Funktion jatkuvuus on välttämätön – muttei riittävä, kuten jäljempänä näh-
dään – ehto funktion derivoituvuudelle. Geometrisesti tulkittuna funktion
derivaatta tarkoittaa funktion tangentin kulmakerrointa. Täsmällinen mää-
ritelmä esitetään raja-arvon avulla.
Määritelmä 3.3.1 (Derivaatta). Olkoon f määritelty jollakin avoimella vä-
lillä ]a, b[. Funktion sanotaan olevan derivoituva pisteessä x0 ∈]a, b[, jos ero-
tusosamäärän raja-arvo
lim
h→0
f(x0 + h)− f(x0)
h
= lim
x→x0
f(x)− f(x0)
x− x0 = f
′(x0)
on äärellisenä olemassa. Tällöin f ′(x0) on funktion f derivaatta pisteessä x0.
Funktio on derivoituva avoimella välillä, jos se on derivoituva jokaisessa
välin pisteessä. Funktion f(x) derivaattaa voidaan merkitä Df(x).
Lemma 3.3.2 (Rollen lause). Olkoon välillä [a, b] määritelty funktio f deri-
voituva kaikilla x ∈]a, b[ ja jatkuva myös välin päätepisteissä. Jos f(a) = f(b),
on olemassa vähintään yksi piste c ∈]a, b[, jolle f ′(c) = 0.
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Todistus. Ks. [1, s. 110]. 
Lause 3.3.3 (Väliarvolause). Olkoon välillä [a, b] määritelty funktio f de-
rivoituva kaikilla x ∈]a, b[ ja jatkuva myös välin päätepisteissä. Tällöin on
olemassa c ∈]a, b[, jolle
f ′(c) =
f(b)− f(a)
b− a .
Todistus. Olkoon h(x) = f(x)(b− a)− x(f(b)− f(a)). Nyt h on derivoituva
välillä ]a, b[ ja h(a) = bf(a) − af(b) = h(b). Lauseen 3.3.2 nojalla on siis
olemassa c ∈]a, b[, jolle h′(x) = 0:
h′(c) = f ′(c)(b− a)− (f(b)− f(a)) = 0 ⇒ f ′(c) = f(b)− f(a)
b− a .

3.4 Integroituvuus
Esitellään lyhyesti Riemann-integraali Darboux’n summien avulla.
Määritelmä 3.4.1. Olkoon f rajoitettu funktio suljetulla välillä I = [a, b].
Osajoukolle I ′ ⊆ I otetaan käyttöön merkinnät:
M(f, I ′) = sup{f(x) : x ∈ I ′} ja m(f, I ′) = inf{f(x) : x ∈ I ′},
joita havainnollistaa Kuva 1.Välin [a, b] jako on jokin järjestetty osajoukko
P , muotoa
P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}.
Darboux’n yläsumma U(f, P ) jaon P suhteen on summa
U(f, P ) =
n∑
k=1
M(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1)
ja Darboux’n alasumma on
L(f, P ) =
n∑
k=1
m(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1).
Funktion f Darboux’n yläintegraali U(f) yli välin [a, b] määritellään yläsum-
mien infimumina
U(f) = inf{U(f, P ) : P on välin [a, b] jako}
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ja alaintegraali L(f) määritellään alasummien supremumina
L(f) = sup{L(f, P ) : P on välin [a, b] jako}.
Funktion f sanotaan olevan integroituva välillä [a, b], jos L(f) = U(f).
Kuva 1: Darboux’n summa
Riemannin summan avulla esitetty määritelmä eroaa hieman Darboux’n
määritelmästä. Riemannin integraali määriteltiin alunperin Riemannin sum-
man raja-arvona, mutta tämä johtaa samaan määritelmään:
Lause 3.4.2 (Riemann-integraali). Välillä [a, b] rajoitettu funktio on Riemann-
integroituva, jos ja vain jos se on Darboux-integroituva. Tällöin integraalin
arvot ovat yhtä suuret ja merkitään∫ b
a
f(x)dx = L(f) = U(f).
Todistus. Ks. [12, s. 185, 190–191]. 
Olennaista on tietää myös funktion jatkuvuuden ja integroituvuuden vä-
linen yhteys:
Lemma 3.4.3. Suljetulla välillä jatkuva funktio on integroituva.
Todistus. Ks. [10, s. 206] tai [12, s. 205]. 
Seuraavaksi esitetään kaksi esimerkkiä epäjatkuvan funktion integraaleis-
ta. Näitä tarvitaan kappaleessa 4.3.2.
10
Esimerkki 3.4.4. Olkoon f välillä [0, 1] määritelty funktio
f(x) =
{
0, kun 0 ≤ x < 1
1, kun x = 1.
Lasketaan
∫ 1
0
f(x)dx Määritelmän 3.4.1 mukaan. Muodostetaan Darboux’n
summat. Olkoon Pε = {0, 1 − ε, 1} välin I = [0, 1] jako, 0 < ε < 1. Nyt
alasumma on jokaiselle välin [0, 1] jaolle P
L(f, P ) =
n∑
k=1
m(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1)
=
n−1∑
k=0
m(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1) +m(f, [xn−1, xn]) · (xn − xn−1)
=
n−1∑
k=0
0 · (xk − xk−1) + 0 · (1− (1− ε)) = 0,
joten alaintegraaliksi saadaan
L(f) = sup{L(f, P ) : P on välin [a, b] jako} = 0.
Tästä seuraa, että U(f) ≥ 0 ([12, s. 187]) kaikille välin jaoille P . Yläsumma
on
U(f, Pε) =
n∑
k=1
M(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1)
=
n−1∑
k=0
M(f, [xk−1, xk]) · (xk − xk−1) +M(f, [xn−1, xn]) · (xn − xn−1)
=
n−1∑
k=0
0 · (xk − xk−1) + 1 · (1− (1− ε)) = ε.
Tihennetään välin jakoa Pε, jolloin
n→∞ ⇒ ε→ 0
ja yläintegraaliksi saadaan
U(f) = inf{U(f, P ) : P on välin [a, b] jako} = inf{ε : ε > 0} = 0.
Koska U(f) = L(f) = 0, on f Lauseen 3.4.2 nojalla integroituva välillä [0, 1]
ja ∫ 1
0
f(x)dx = U(f) = 0.
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Lemma 3.4.5. Olkoon f välillä [a, b] määritelty funktio. Jos a < c < b ja f
on integroituva väleillä [a, c] ja [c, b], niin f on integroituva välillä [a, b] ja∫ b
a
f(x)dx =
∫ c
a
f(x)dx+
∫ b
c
f(x)dx.
Todistus. Ks. [12, s. 195]. 
Lemma 3.4.6. Olkoon f ja g integroituvia funktioita välillä [a, b], a ≤ b.
Tällöin
1. ∫ b
a
(f(x)± g(x)) dx =
∫ b
a
f(x)dx±
∫ b
a
g(x)dx.
2. ∣∣∣∣
∫ b
a
f(x)dx
∣∣∣∣ ≤
∫ b
a
|f(x)|dx.
3. ∫ b
a
f(x)dx ≤ sup
x∈[a,b]
|f(x)|(b− a).
Todistus. Ks. [13, s. 218], [4, s. 63], [10, s. 224]. 
Esimerkki 3.4.7. Olkoon f välillä [0, 1] määritelty funktio, jolle jollakin
C ∈ N
f(x) =
{
C, kun 0 < x < 1
C
0, muutoin.
Määritetään
∫ 1
0
f(x)dx. Välillä [0, 1
C
] funktion f integroituvuus perustellaan
kuten Esimerkin 3.4.4 tapauksessa. Integraaliksi saadaan
∫ 1
C
0
f(x)dx = 1.
Selvästi funktio f on integroituva välillä [ 1
C
, 1] ja
∫ 1
1
C
f(x)dx = 0. Näin ollen
Lemman 3.4.5 nojalla saadaan∫ 1
0
f(x)dx =
∫ 1
C
0
f(x)dx+
∫ 1
1
C
f(x)dx = 1.
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3.5 Integraalifunktio
Jatkossa tarvitaan integraalifunktion käsitettä ominaisuuksineen.
Määritelmä 3.5.1. Olkoon f välillä I määritelty funktio. Jos on olemassa
derivoituva funktio F siten, että kaikilla x ∈ I
F ′(x) = f(x),
sanotaan funktiota F funktion f integraalifunktioksi eli primitiiviksi. Mah-
dollisissa välin I päätepisteissä derivoituvuus ymmärretään toispuoleisena.
Lause 3.5.2. Jos funktio f on integroituva välillä [a, b] ja jatkuva pisteessä
x0 ∈ [a, b], niin funktio F
F (x) =
∫ x
a
f(t)dt
on derivoituva pisteessä x0 ja F
′(x0) = f(x0). Päätepisteissä jatkuvuus ja
derivoituvuus ymmärretään toispuoleisena.
Todistus. Ks. [10, s. 227–229]. 
Lauseesta 3.5.2 seuraa:
Seuraus 3.5.3. Välillä [a, b] jatkuvalla funktiolla on f on integraalifunktio
F , jolla on lauseke
F (x) =
∫ x
a
f(t)dt.
Kaikki funktion f integraalifunktiot saadaan parvesta F +C, missä C ∈ R.
Lause 3.5.4 (Analyysin peruslause 1). Olkoon funktio f suljetulla välil-
lä [a, b] jatkuva ja F jokin funktion f integraalifunktio välillä [a, b]. Silloin
∫ b
a
f(x)dx =
b/
a
F (x) = F (b)− F (a).
Todistus. Ks. [12, s. 199]. 
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4 Funktiojonot
Jotta voidaan tarkastella sarjojen tasaista suppenemista, tarvitaan funktio-
jonojen suppenemiseen liittyviä määritelmiä ja lauseita. Jatkossa merkin-
nällä (fk) tarkoitetaan päättymätöntä jonoa jollakin välillä I määriteltyjä
reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita (fk) = (fk)∞k=1 = {f1, f2, f3, . . .},
fk : I → R.
4.1 Pisteittäinen suppeneminen
Määritellään ensin funktiojonon pisteittäinen suppeneminen yksinkertaisesti
raja-arvon avulla.
Määritelmä 4.1.1. Funktiojono (fk) suppenee pisteittäin kohti funktiota f
välillä I, jos
lim
k→∞
fk(x) = f(x) kaikilla x ∈ I.
Jotta voidaan vaivattomammin vertailla pisteittäistä suppenemista tasai-
seen suppenemiseen esitetään Määritelmä 4.1.1 seuraavanlaisessa muodossa.
Määritelmä 4.1.2. Funktiojono (fk) suppenee pisteittäin kohti funktiota
f välillä I, jos jokaisella x ∈ I lukujono (fk(x)) suppenee kohti lukua f(x);
toisin sanoen, jokaisella x ∈ I ja ε > 0, on olemassa N siten, että
k > N ⇒ |fk(x)− f(x)| < ε.
Esimerkki 4.1.3. Funktiojono fk(x) = xk suppenee kohti funktiota f(x) = 0
koko reaalilukujoukossa, sillä limk→∞ = 0, kaikilla x ∈ R.
Esimerkki 4.1.4. Funktiojono fk(x) = xk (Kuva 2) suppenee välillä [0, 1]
kohti funktiota f , jolle
f(x) =
{
0, kun 0 ≤ x < 1
1, kun x = 1,
,
sillä limk→∞ xk = 0, kun 0 ≤ x < 1 ja limk→∞ fk(1) = limk→∞ 1k = 1.
Esimerkki 4.1.4 näyttää, että jatkuvien funktioiden muodostaman jonon
raja-arvo ei itse välttämättä ole jatkuva. Vaikka funktiojono fk suppenee
pisteittäin kohti funktiota f , niin mitä lähempänä piste x on arvoa 1, sitä
”kauemmin” kestää jonon fk(x) supeta kohti arvoa f(x). Itseasiassa, Määri-
telmässä 4.1.2 luvun N tulisi lähestyä ääretöntä, jotta arvo fk(x) saataisiin
mielivaltaisen lähelle arvoa f(x).
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Kuva 2: Funktioita fk(x) = xk.
Esimerkki 4.1.5. Tarkastellaan välillä ]0, 1[ funktiojonoa fk, jolle fk(x) = 0
muutoin, paitsi fk(x) = k, kun 0 < x < 1k (Kuva 3). Kaikilla ε > 0 ja x ∈]0, 1[
voidaan valita N > 1
x
. Tällöin
k > N ⇒ k > 1
x
⇒ x > 1
k
,
josta seuraa
|fk(x)− f(x)| = |0− 0| < ε,
joten Määritelmän 4.1.2 mukaan jono fk(x) suppenee pisteittäin kohti funk-
tiota f ≡ 0.
4.2 Tasainen suppeneminen
Funktiojonon tasainen suppeneminen voidaan määritellä supremumin avulla
seuraavasti:
Määritelmä 4.2.1. Funktiojono (fk) suppenee tasaisesti kohti funktiota f
välillä I, jos
σk = sup
x∈I
|fk(x)− f(x)| → 0, kun k →∞.
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Kuva 3: Funktioita fk = k, kun 0 < x < 1k , 0 muutoin
Vertailun vuoksi esitetään Määritelmä 4.2.1 eri muodossa:
Määritelmä 4.2.2. Funktiojono (fk) suppenee tasaisesti kohti funktiota f
välillä I, jos jokaiselle ε > 0 on olemassa kokonaisluku N siten, että
k > N ⇒ |fk(x)− f(x)| < ε kaikilla x ∈ I.
Ainoa ero Määritelmillä 4.1.2 ja 4.2.2 on se, että jälkimmäisessä luku N
mainitaan ennen muuttujaa x, joten saman luvun N on toimittava kaikilla x.
Määritelmässä 4.1.2 luvun N on sallittua riippua muuttujasta x. Määritel-
män 4.2.2 geometrinen tulkinta on, että jokaisen funktion fk kuvaajan on
sijaittava kuvaajien f + ε ja f − ε välissä (Kuva 4). Selvästi, jos jono (fk)
suppenee tasaisesti kohti funktiota f , niin (fk) myös suppenee pisteittäin
kohti funktiota f . Tämä ehto ei ole käännettävissä. [5]
Esimerkki 4.2.3. Esimerkin 4.1.5 funktiojono ei suppene tasaisesti kohti
rajafunktiotaan, sillä
σk = sup
x∈]0,1[
|fk(x)− f(x)| = |k − 0| → ∞,
kun k →∞.
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Esimerkki 4.2.4. [11] Tarkastellaan jonon fk(x) =
xk
k
suppenemista. Välillä
x ∈ [−1, 1] jono suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f ≡ 0, sillä
σk = sup
|x|≤1
∣∣∣∣xkk
∣∣∣∣ = 1k → 0,
kun k →∞. Kun |x| > 1, jono fk hajaantuu.
Kuva 4: Funktiojonon kuvaajia ”ε - putkessa”.
4.3 Tasaiseen suppenemiseen liittyviä tuloksia
Tässä kappaleessa esitetään funktiojonojen tasaiseen suppenemiseen liittyvät
kolme tärkeää tulosta. Ensin tarkastellaan jatkuvuuden säilymistä, jonka jäl-
keen esitellään funktiojonojen integroimista ja derivoimista koskevat lauseet.
4.3.1 Rajafunktion jatkuvuus
Jatkuvien funktioiden muodostaman jonon rajafunktio ei välttämättä ole jat-
kuva (Esimerkki 4.1.4). Toisaalta rajafunktio voi olla jatkuva ilman funktio-
jonon tasaista suppenemista (Esimerkit 4.1.4 ja 4.2.3). Lauseen 4.3.1 mukaan
tasainen suppeneminen on riittävä, muttei välttämätön ehto rajafunktion jat-
kuvuudelle.
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Lause 4.3.1. Olkoon funktiot fk välillä I määriteltyjä jatkuvia funktioita.
Jos jono (fk) suppenee tasaisesti kohti funktiota f välillä I, niin rajafunktio
f on jatkuva välillä I.
Todistus esimerkiksi Morganin, [9], tapaan.
Todistus. Olkoon ε > 0. Oletetaan, että jono (fk) suppenee tasaisesti kohti
funktiota f välillä I. Määritelmän 4.2.2 mukaisesti on olemassa N siten, että
kaikilla x ∈ I pätee
k > N ⇒ |fk(x)− f(x)| < ε
3
,
erityisesti |fN+1(x)− f(x)| < ε3 . Koska fN+1 on jatkuva, voidaan Seurauksen
3.2.3 nojalla pisteelle x0 ∈ I valita δ > 0 siten, että
|x− x0| < δ ⇒ |fN+1(x)− fN+1(x0)| < ε
3
.
Tällöin
|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fN+1(x) + fN+1(x)− fN+1(x0) + fN+1(x0)− f(x0)|
L.2.1.5≤ |f(x)− fN+1(x)|+ |fN+1(x)− fN+1(x0)|+ |fN+1(x0)− f(x0)|
<
ε
3
+
ε
3
+
ε
3
= ε,
kun |x − x0| < δ, joten f on jatkuva pisteessä x0. Koska piste x0 ∈ I on
mielivaltainen, tulos pätee koko välillä I. 
Huomautus 4.3.2. Lauseen 4.3.1 avulla voidaan joissain tapauksissa osoittaa,
ettei suppeneminen ole tasaista. Esimerkin 4.1.4 tilanteessa suppeneminen ei
voi olla tasaista, sillä jos näin olisi, niin Lauseen 4.3.1 mukaan myös raja-
funktio olisi jatkuva.
4.3.2 Funktiojonojen integroiminen
Käsitellään seuraavaksi funktiojonojen integroimista. Selvitetään, milloin funk-
tiojonon integraalin raja-arvo on sama kuin rajafunktion integraali. Seuraa-
vassa esimerkissä rajankäynnin ja integroinnin järjestyksellä ei ole merkitystä
tuloksen kannalta, vaikka kyseessä on epäjatkuva funktio [1, s. 227].
Esimerkki 4.3.3. Tarkastellaan Esimerkin 4.1.4 funktiojonoa fk(x) = xk.
Termeittäin integroimalla saadaan
lim
k→∞
∫ 1
0
fk(x)dx = lim
k→∞
∫ 1
0
xkdx = lim
k→∞
1/
0
xk+1
k + 1
= lim
k→∞
1
k + 1
= 0.
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Rajafunktion integraalille saadaan Esimerkin 3.4.4 mukaisesti∫ 1
0
( lim
k→∞
fk(x))dx =
∫ 1
0
f(x)dx = 0.
Esimerkki 4.3.4. Tarkastellaan jälleen Esimerkin 4.1.5 funktiojonoa. Koska
fk(x) = k, kun 0 < x < 1k , saadaan Esimerkin 3.4.7 mukaisesti
lim
k→∞
∫ 1
0
fk(x)dx = lim
k→∞
1 = 1.
Jono (fk) suppenee pisteittäin kohti funktiota f ≡ 0, joten∫ 1
0
( lim
k→∞
fk(x))dx =
∫ 1
0
0dx = 0.
Pisteittäinen suppeneminen ei siis ole riittävä edellytys raja-arvon muo-
dostamisen ja integroimisen järjestyksen vaihtamiselle, mutta tasainen sup-
peneminen on:
Lause 4.3.5. Olkoon funktiot fk jatkuvia suljetulla välillä [a, b] ja oletetaan,
että jono (fk) suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f välillä [a, b]. Tällöin
lim
k→∞
∫ b
a
fk(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx.
Todistus [4], [11], [9], [12] mukaillen.
Todistus. Lauseen 4.3.1 nojalla f on jatkuva, joten funktiot |fk−f | ovat jat-
kuvia ja siten integroituvia välillä [a, b] (Lemma 3.4.3). Olkoon nyt ε > 0.
Jono (fk) suppenee tasaisesti kohti funktiota f , joten Määritelmän 4.2.2 mu-
kaan on olemassa kokonaisluku N siten, että
k > N ⇒ |fk(x)− f(x)| < ε
b− a kaikilla x ∈ [a, b]. (4.1)
Tällöin ∣∣∣∣
∫ b
a
fk(x)dx−
∫ b
a
f(x)dx
∣∣∣∣ (L.3.4.6)=
∣∣∣∣
∫ b
a
(fk(x)− f(x))dx
∣∣∣∣
(L.3.4.6)
≤
∫ b
a
|fk(x)− f(x)| dx
(4.1)
<
∫ b
a
ε
b− adx
=
b/
a
ε
b− ax = ε, (4.2)
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aina kun x ∈ [a, b] ja k > N . Näin ollen raja-arvon määritelmän mukaisesti
on siis
lim
k→∞
∫ b
a
fk(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx,
mikä oli todistettava. 
Huomautus 4.3.6. Oletetaan, että Lauseen 4.3.5 oletukset ovat voimassa ja
x0, x ∈ [a, b]. Tällöin Lauseen 4.3.5 nojalla
lim
k→∞
∫ x
x0
fk(t)dt =
∫ x
x0
f(t)dt.
Lisäksi
∫ x
x0
fk(t)dt suppenee tasaisesti välillä [a, b], sillä yhtälön (4.2) todistus
takaa sen, että
sup
x∈[a,b]
∣∣∣∣
∫ x
x0
fk(t)dt−
∫ x
x0
f(t)dt
∣∣∣∣ < ε.
Seuraava esimerkki osoittaa Lauseen 4.3.5 olevan hyödyllinen silloin, kun
funktiojonon yleisen termin integrointi olisi työlästä.
Esimerkki 4.3.7. Lasketaan
lim
k→∞
∫ 7
2
k + cos x
2k + sin2 x
dx.
Osoitetaan ensin, että jono (fk)
fk(x) =
k + cos x
2k + sin2 x
suppenee tasaisesti koko reaalilukujoukossa. Rajafunktio on vakiofunktio f ≡ 1
2
,
sillä
lim
k→∞
fk(x) = lim
k→∞
k + cos x
2k + sin2 x
= lim
k→∞
1 + cosx
k
2 + sin
2 x
k
=
1
2
.
Nyt
σk = sup
x∈R
|fk(x)− f(x)| = sup
x∈R
∣∣∣∣ k + cos x2k + sin2 x − 12
∣∣∣∣ = sup
x∈R
∣∣∣∣2 cos x− sin2 x4k + 2 sin2 x
∣∣∣∣
≤ sup
x∈R
∣∣∣∣ 34k + 2 sin2 x
∣∣∣∣ ≤ sup
x∈R
∣∣∣∣ 34k
∣∣∣∣ = 34k ,
joten σk → 0, kun k → ∞, ja suppeneminen on tasaista. Nyt voidaan hyö-
dyntää Lausetta 4.3.5. Funktiot fk ovat jatkuvia välillä [2, 7], ja jono (fk)
suppenee tasaisesti kohti rajafunktiota f ≡ 1
2
, joten
lim
k→∞
∫ 7
2
fk(x)dx =
∫ 7
2
f(x)dx =
7/
2
x
2
=
7
2
− 1 = 5
2
.
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4.3.3 Funktiojonojen derivoiminen
Tarkastellaan seuraavaksi funktiojonon derivoimista. Toisin kuin funktiojo-
nojen integroimisessa, tasainen suppeneminen ei aina ole riittävä ehto ope-
raatioiden järjestyksen vaihtamiselle.
Esimerkki 4.3.8. Tarkastellaan jonoa (fk)
fk(x) = xe
−kx2
välillä [−1, 1]. Jos x 6= 0, on limk→∞ kx2 =∞, jolloin
f(x) = lim
k→∞
fk(x) = 0.
Sama on voimassa myös, kun x = 0, koska fk(0) = 0 kaikilla k ∈ N. Etsitään
seuraavaksi joukon {fk(x) : x ∈ [−1, 1]} supremum. Tunnetusti suljetulla
välillä jatkuva funktio saavuttaa ääriarvonsa joko välin päätepisteissä tai
derivaatan nollakohdissa ([10, s. 135]). Nyt
f ′k(x) = (1− 2kx2)e−kx
2
ja edelleen
f ′k(x) = 0 ⇔ (1− 2kx2) ⇔ x =
1√
2k
.
Funktion fk arvoksi saadaan välin päätepisteissä
fk(−1) = −e−k ja fk(1) = e−k,
ja derivaatan nollakohdassa
fk
(
1√
2k
)
=
1√
2k
· e− 12 .
Nyt
σk = sup
x∈[−1,1]
|fk| = max{ 1√
2k
· e− 12 , e−k} → 0,
kun k →∞, joten suppeneminen on tasaista. Koska f(x) ≡ 0, on f ′(x) = 0.
Toisaalta on
f ′k(x) = e
−kx2(1− 2kx2)
ja erityisesti f ′k(0) = 1 kaikilla k ∈ N. Siis on f ′(0) = 0 ja f ′k(0) → 1,
kun k →∞. Näin ollen yhtälö
D lim fk(x) = limDfk(x) (4.3)
ei ole voimassa, vaikka jono (fk) suppeneekin tasaisesti kohti funktiota f .
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Yleensä derivoituvuus ei säily tasaisessa suppenemisessa. Kuitenkin, jos
myös funktiojonon derivaatat f ′k suppenevat tasaisesti, on rajafunktio de-
rivoituva. Riittävä ehto yhtälön (4.3) voimassaololle saadaan seuraavasta
lauseesta.
Lause 4.3.9. Olkoon funktiot f ′k jatkuvia välillä [a, b] ja oletetaan, että jono
(f ′k) suppenee tasaisesti välillä [a, b]. Oletetaan lisäksi, että jono (fk) suppe-
nee jollakin x0 ∈ [a, b]. Tällöin (fk) suppenee välilllä [a, b] tasaisesti kohti
derivoituvaa rajafunktiota f ja
f ′(x) = lim
k→∞
f ′k(x), x ∈]a, b[.
Todistus. Analyysin peruslauseen (Lause 3.5.4) nojalla on kaikilla x ∈ [a, b]
fk(x) =
∫ x
x0
f ′k(t)dt+ fk(x0). (4.4)
Oletuksen mukaan jono (f ′k) on tasaisesti suppeneva ja jono fk(x0) on sup-
peneva, joten merkitään
lim
k→∞
f ′k(t) = g(t) ja lim
k→∞
fk(x0) = a. (4.5)
Koska funktiot f ′k ovat jatkuvia ja (f
′
k) suppenee tasaisesti kohti funktiota g
välillä [a, b], on Lauseen 4.3.1 mukaan g jatkuva välillä [a, b]. Näin ollen Lem-
man 3.4.3 nojalla voidaan Lausetta 4.3.5 soveltaa yhtälöön (4.4). Ottamalla
molemminpuoleiset raja-arvot saadaan
lim
k→∞
fk(x) = lim
k→∞
fk(x0) + lim
k→∞
∫ x
x0
f ′k(t)dt = a+
∫ x
x0
g(t)dt,
mikä tarkoittaa sitä, että jono (fk) suppenee pisteittäin kohti funktiota
f(x) = a+
∫ x
x0
g(t)dt. (4.6)
Osoitetaan vielä, että suppeneminen on tasaista. Vähentämällä yhtälöt (4.4)
ja (4.6) puolittain ja ottamalla itseisarvot saadaan
|f(x)− fk(x)| = |a− fk(x0) +
∫ x
x0
g(t)dt−
∫ x
x0
f ′k(t)dt| (4.7)
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Soveltamalla Lemmoja 2.1.5 ja 3.4.6 saadaan yhtälöstä (4.7)
| f(x)− fk(x)| =
∣∣∣∣a− fk(x0) +
∫ x
x0
(g(t)− f ′k(t))dt
∣∣∣∣
≤ |a− fk(x0)|+
∣∣∣∣
∫ x
x0
(g(t)− f ′k(t))dt
∣∣∣∣
≤ |a− fk(x0)|+
∫ x
x0
|(g(t)− f ′k(t)| dt
≤ |a− fk(x0)|+ sup
t∈[x0,x]
|(g(t)− f ′k(t))| · |x− x0| ,
joten
σk = sup
x∈[a,b]
|f(x)− fk(x)| ≤ |a− fk(x0)|+ sup
t∈[x0,x]
|(g(t)− f ′k(t))| · |a− b| .
Nyt σk → 0, kun k → ∞ (yhtälöiden (4.5) nojalla), joten suppeneminen on
tasaista. Koska g on jatkuva, Seurauksen 3.5.3 nojalla yhtälöstä (4.6) saadaan
f(x) = a+G(x) + C, (4.8)
missä C ∈ R ja G on jokin funktion g integraalifunktio (Määritelmä 3.5.1).
Koska yhtälön (4.8) oikealla jäsenellä on derivaattafunktio g(x), on f ′(x)
olemassa ja
f ′(x) = g(x).
Siis
f ′(x) = lim
k→∞
f ′k(x),
mikä oli todistettava.[11][16] 
5 Funktiosarjat
Luvussa 2 käsiteltiin reaalilukujonoja ja niiden äärettömiä summia, eli sar-
joja. Nyt määritellään vastaavaan tapaan luvussa 4 käsiteltyihin funktiojo-
noihin liittyvät sarjat. Funktiosarjalla
∑∞
k=1 fk(x) tarkoitetaan siis osasum-
mien
∑n
k=1 fk(x) muodostaman jonon raja-arvoa. Sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppe-
nee (pisteittäin tai tasaisesti), jos osasummien jono suppenee (pisteittäin tai
tasaisesti).
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5.1 Sarjojen tasainen suppeneminen
Määritelmä 5.1.1. Olkoon (fk) jono välillä I määriteltyjä funktioita. Sarja
∞∑
k=1
fk(x)
suppenee tasaisesti välillä I, jos sen osasummien
Sn(x) =
n∑
k=1
fk(x)
muodostama jono suppenee tasaisesti välillä I. Jos (Sn) suppenee kohti funk-
tiota S, merkitään
∞∑
k=1
fk(x) = S(x).
Määritelmä 5.1.2. Sarjan
∑∞
k=1 fk(x) jäännöstermi Rn tarkoittaa erotusta
Rn = S − Sn =
∞∑
k=1
fk(x)−
n∑
k=1
fk(x) =
∞∑
k=n+1
fk(x).
Huomautus 5.1.3. Suoraan jäännöstermin määritelmästä seuraa, että suppe-
nevalle sarjalle limn→∞Rn = 0.
Määritelmästä 5.1.1 seuraa välittömästi (vertaa Määritelmä 4.2.1):
Lause 5.1.4. Sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppenee tasaisesti välillä I, jos ja vain jos
se suppenee välin jokaisessa pisteessä ja
sup
x∈I
|Rn(x)| → 0,
kun n→∞.
Esimerkki 5.1.5. Geometrinen sarja
∑∞
k=1 x
k−1 suppenee tasaisesti jokai-
sella välillä [−d, d] ⊂]− 1, 1[, sillä
sup
|x|≤d
|Rn(x)| = sup
|x|≤d
|S−Sn| = sup
|x|≤d
∣∣∣∣ 11− x − 1− x
n
1− x
∣∣∣∣ = sup
|x|≤d
|xn|
1− x =
dn
1− d → 0,
kun n→∞. Sarja ei suppene tasaisesti välillä ]− 1, 1[, sillä
sup
|x|<1
∣∣∣∣ xn1− x
∣∣∣∣ =∞,
kaikilla n.
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Esimerkki 5.1.6. Tutkitaan sarjan
∞∑
k=1
(1− x2)xk
suppenemista. Kun |x| = 1, sarja suppenee ja sen summa on nolla. Kun
|x| > 1, sarja hajaantuu, sillä limk→∞(1 − x2)xk = ±∞. Kun |x| < 1, sarja
on geometrinen ja siten suppeneva. Sarja siis suppenee välillä [−1, 1], mutta
ei tasaisesti, sillä Lemman 2.4.2 nojalla
sup
|x|≤1
|Rn(x)| = sup
|x|≤1
∣∣∣∣1− x21− x − (1− x
2)(1− xn)
1− x
∣∣∣∣
= sup
|x|≤1
∣∣∣∣(1− x2)(1− (1− xn))1− x
∣∣∣∣
= sup
|x|≤1
|(1 + x)xn| = 2,
kaikilla n.
Kappaleessa 4.3 esitetystä funktiojonon rajafunktion jatkuvuutta koske-
vasta tuloksesta seuraa summan jatkuvuutta koskeva tulos.
Lause 5.1.7 (Summan jatkuvuus). Olkoon funktiot fk jatkuvia välillä I. Jos
sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppenee tasaisesti välillä I, niin sarjan summa S(x) on
jatkuva funktio välillä I.
Todistus. Funktiot fk ovat jatkuvia välillä I, joten osasummat Sn = f1 +
f2 + · · ·+ fn ovat jatkuvia välillä I (Lauseen 3.2.6 yleistys). Oletetaan, että∑∞
k=1 fk(x) suppenee tasaisesti kohti funktiota S(x). Määritelmän 5.1.1 mu-
kaan tällöin osasummien jono (Sn) suppenee tasaisesti kohti funktiota S(x).
Nyt (Sn) täyttää Lauseen 4.3.1 ehdot, joten S(x) on jatkuva. 
5.2 Weierstrassin kriteeri
Tutkittaessa sarjan tasaista suppenemista voidaan usein soveltaa Weierstras-
sin kriteeriä, josta käytetään myös nimitystä Weierstrassin M-testi, lauseen
muotoilusta riippuen.
Lause 5.2.1 (Weierstrassin kriteeri). Olkoon funktiot fk määritelty välillä
I. Olkoon (ak) ei-negatiivisten lukujen jono siten, että |fk(x)| ≤ ak kaikilla
k ∈ N ja x ∈ I. Tällöin∑∞k=1 fk(x) suppenee tasaisesti välillä I, jos∑∞k=1 ak
suppenee.
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Todistus. Oletuksen mukaan sarja
∑∞
k=1 ak suppenee, joten majoranttipe-
riaatteen nojalla sarja
∑∞
k=1 |fk(x)| ja siis myös sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppenee
jokaisessa välin I pisteessä. Edelleen oletuksesta seuraa kolmioepäyhtälön
nojalla ∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n+1
fk(x)
∣∣∣∣∣ ≤
n+p∑
k=n+1
|fk(x)| ≤
n+p∑
k=n+1
ak,
kaikilla n, p ∈ N. Nyt sarjan∑∞k=1 fk(x) jäännöstermille Rn(x) saadaan (kun
p→∞) arvio
|Rn(x)| ≤
∞∑
k=n+1
ak,
josta seuraa
sup
x∈I
|Rn(x)| ≤
∞∑
k=n+1
ak.
Koska epäyhtälön oikea puoli on suppenevan sarjan
∑∞
k=1 ak n:s jäännöster-
mi, on sillä raja-arvo 0, kun n→∞. Tästä seuraa sarjan∑∞k=1 fk(x) tasainen
suppeneminen. [11] 
Esimerkki 5.2.2. Osoitetaan, että sarja
∞∑
k=1
fk(x) =
∞∑
k=1
x
k(1 + k2x2)
suppenee tasaisesti koko reaalilukujoukossa. Sarjan k:nnen termin derivaatta
on
f ′k(x) =
1− k2x2
k(1 + k2x2)2
,
ja
f ′k(x) = 0 ⇔ 1− k2x2 = 0 ⇔ x = ±
1
k
.
Nyt
f
(
±1
k
)
= ± 1
2k2
,
jotka ovat funktion ääriarvot, sillä
lim
x→±∞
fk(x) = lim
x→±∞
x
k + k3x2
= lim
x→±∞
1
x
k
x2
+ k3
= 0
kaikilla k. Näin ollen on kaikilla x ∈ R
|fk(x)| ≤ 1
2k2
.
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Koska
∞∑
k=1
1
2k2
suppenee Lemman 2.4.5 nojalla, seuraa väitös Lauseen 5.2.1 perusteella.
Esimerkki 5.2.3. Osoitetaan, että sarja
∞∑
k=1
xk−1
(k − 1)!
suppenee tasaisesti kaikilla väleillä x ∈ [−d, d], d > 0. Sovitaan tässä siitä,
että 0! = 1. Kaikilla x ∈ [−d, d] ja k ∈ N pätee∣∣∣∣ xk−1(k − 1)!
∣∣∣∣ ≤ dk−1(k − 1)! .
Sarja
∑∞
k=1
dk−1
(k−1)!
suppenee Lemman 2.4.6 nojalla, sillä
lim
k→∞
dk
k!
dk−1
(k−1)!
= lim
k→∞
d
k
= 0 < 1.
Weierstrassin kriteerin nojalla suppeneminen on tasaista jokaisella välillä
[−d, d]. Suppeneminen ei ole tasaista koko reaalilukujoukossa, sillä
sup
x∈R
|Rn(x)| ≥ sup
x≥0
|Rn(x)| = sup
x≥0
(
∞∑
k=n+1
xk−1
(k − 1)!
)
≥ sup
x≥0
xn
n!
=∞.
5.3 Sarjojen integroiminen
Kappaleessa 4.3.2 käsiteltiin funktiojonon integroimisen ja raja-arvon otan-
nan järjestyksen vaihtamista. Lauseesta 4.3.5 saadaan johdettua sarjan ter-
meittäin integroimista koskeva lause.
Lause 5.3.1. Olkoon funktiot fk integroituvia rajoitetulla välillä I. Olete-
taan, että sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppenee tasaisesti välillä I, ja sen summa S(x)
on integroituva. Tällöin ∫ x
x0
S(t)dt =
∞∑
k=1
∫ x
x0
fk(t)dt
kaikilla x0, x ∈ I. Edelleen oikeanpuoleinen sarja suppenee tasaisesti välillä I.
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Todistus. Sarjan
∑∞
k=1 fk(x) osasummat Sn(x) ovat integroituvia ja (Sn)
suppenee tasaisesti kohti summaa S välillä I, joten Lauseen 4.3.5 nojalla∫ x
x0
S(t)dt =
∫ x
x0
lim
n→∞
Sn(t)dt = lim
n→∞
∫ x
x0
Sn(t)dt. (5.1)
Koska
Sn(t) =
n∑
k=1
fk(t)
ja Lemman 3.4.6 kohdan 1. yleinen tapaus on∫ x
x0
n∑
k=1
f(t)dt =
n∑
k=1
∫ x
x0
f(t)dt,
saadaan yhtälöstä (5.1)∫ x
x0
S(t)dt = lim
n→∞
∫ x
x0
Sn(t)dt = lim
n→∞
∫ x
x0
n∑
k=1
fk(t)dt = lim
n→∞
n∑
k=1
∫ x
x0
fk(t)dt
=
∞∑
k=1
∫ x
x0
fk(t)dt,
mikä oli todistettava. Viimeinen väite pätee Huomautuksen 4.3.6 nojalla. 
Esimerkki 5.3.2. Todistetaan, että
ln(1 + x) = x− x
2
2
+
x3
3
− x
4
4
+ · · · =
∞∑
k=1
(−1)k−1x
k
k
,
kun −1 < x ≤ 1.
Sarja
∑∞
k=1(−x)k−1 suppenee tasaisesti jokaisella välillä [−r, r] ⊂]−1, 1[ (vrt.
Esimerkki 5.1.5) ja sen summa Lemman 2.4.2 mukaan on 1
1+x
. Integroimalla
summaa saadaan∫ x
0
∞∑
k=1
(−t)k−1dt =
∫ x
0
1
1 + t
dt = ln(1 + x), (5.2)
missä x ∈ [−r, r] Sarjan termit ovat jatkuvia funktioita, ja sarja suppenee
tasaisesti, joten Lauseen 5.1.7 mukaan summa on myös jatkuva ja täten in-
tegroituva välillä [−r, r]. Lauseen 5.3.1 nojalla∫ x
0
∞∑
k=1
(−t)k−1dt =
∞∑
k=1
∫ x
0
(−t)k−1dt =
∞∑
k=1
(−1)k−1
∫ x
0
tk−1dt
=
∞∑
k=1
(−1)k−1
x/
0
1
k
tk =
∞∑
k=1
(−1)k−1x
k
k
= S(x). (5.3)
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Näin ollen yhtälöistä (5.2) ja (5.3) seuraa, että
ln(1 + x) =
∞∑
k=1
(−1)k−1x
k
k
= x− x
2
2
+
x3
3
− x
4
4
+ · · · , (5.4)
kun x ∈ [−r, r]. Koska r ∈]0, 1[ on mielivaltainen, tulos pätee kaikilla x ∈ ]− 1 , 1 [.
Osoitetaan, että yhtälö (5.4) pätee myös tapauksessa x = 1. Välillä x ∈]0, 1],
sarja
∞∑
k=1
(−1)k−1x
k
k
toteuttaa Leibnizin lauseen (Lemma 2.4.7) ehdot, joten
sup
x∈]0,1]
|Rn| < sup
x∈]0,1]
∣∣∣∣(−1)n xn+1n+ 1
∣∣∣∣ = 1n+ 1 → 0,
kun n→∞. Siis sarja
∞∑
k=1
(−1)k−1x
k
k
suppenee tasaisesti välillä ]0, 1]. Näin ollen summa S(x) on jatkuva välillä
]0, 1], jolloin
∞∑
k=1
(−1)k−1 1
k
= S(1) = lim
x→1−
S(x) = lim
x→1−
ln(1 + x) = ln 2.
Esimerkki 5.3.3. Lasketaan
∫ 2
1
∑∞
k=0 ke
−kxdx.
Kun x ∈ [t,∞], t > 1, kaikilla k ∈ N pätee∣∣∣∣ kekx
∣∣∣∣ ≤ kek .
Sarja
∑∞
k=0 ke
−k suppenee Lemman 2.4.6 nojalla, sillä
lim
k→∞
(k + 1)e−(k+1)
ke−k
= lim
k→∞
k + 1
ke
=
1
e
< 1.
Lauseen 5.2.1 nojalla sarja
∑∞
k=0 ke
−kx suppenee tasaisesti välillä [1, 2]. Voi-
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daan soveltaa Lausetta 5.3.1:∫ 2
1
∞∑
k=0
ke−kxdx =
∞∑
k=0
∫ 2
1
ke−kxdx =
∞∑
k=0
(
−
∫ 2
1
−ke−kxdx
)
=
∞∑
k=0
(
−
2/
1
e−kx
)
=
∞∑
k=0
(e−k − e−2k)
=
∞∑
k=0
(
1
e
)k
−
∞∑
k=0
(
1
e2
)k
=
∞∑
k=1
(
1
e
)k−1
−
∞∑
k=1
(
1
e2
)k−1
=
1
1− 1
e
− 1
1− 1
e2
=
e
e− 1 −
e2
e2 − 1
=
e(e+ 1)
e2 − 1 −
e2
e2 − 1
=
e
e2 − 1 .
5.4 Sarjojen derivoiminen
Kappaleessa 4.3.3 käsiteltiin funktiojonon derivoinnin ja raja-arvon otannan
järjestyksen vaihtamista. Lauseen 4.3.9 avulla saadaan sarjan termeittäin
derivoimista koskeva lause.
Lause 5.4.1. Olkoon funktiot fk jatkuvasti derivoituvia välillä I. Oletetaan,
että sarja
∑∞
k=1 f
′
k(x) suppenee tasaisesti välillä I, ja että sarja
∑∞
k=1 fk(x)
suppenee yhdessä pisteessä x0 ∈ I. Tällöin sarja
∑∞
k=1 fk(x) suppenee ta-
saisesti välillä I, ja sen summa on derivoituva välillä I. Lisäksi derivaatta
voidaan muodostaa derivoimalla sarja termeittäin:
D
∞∑
k=1
fk(x) =
∞∑
k=1
f ′k(x).
Todistus. Sarjan
∑∞
k=1 fk(x) osasummien jono (Sn) toteuttaa Lauseen 4.3.9
oletukset, joten jono (Sn) suppenee tasaisesti välillä I kohti rajafunktiota S.
Tästä seuraa
S ′(x) = lim
n→∞
S ′n(x) = lim
n→∞
n∑
k=1
f ′k(x) =
∞∑
k=1
f ′k(x).
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Koska S ′(x) = D
∑∞
k=1 fk(x), on väite todistettu. [11] 
Esimerkki 5.4.2. Todistetaan, että
ex = 1 + x+
x2
2!
+
x3
3!
+ · · · =
∞∑
k=0
xk
k!
kaikilla x ∈ R.
Sarja
∑∞
k=0
xk
k!
suppenee kaikilla x ∈ R ja tasaisesti kaikilla väleillä [−d, d],
d > 0 (Esimerkki 5.2.3). Sarjan yleisen termin derivaatta on
D
(
xk
k!
)
=
xk−1
(k − 1)! .
Derivoimalla sarjaa termeittäin saadaan
∞∑
k=0
D
(
xk
k!
)
= 0+1+x+
x2
2!
+ · · ·+ x
n−1
(n− 1)! + · · · =
∞∑
k=1
xk−1
(k − 1)! =
∞∑
k=0
xk
k!
.
Saatu sarja on sama kuin alkuperäinen sarja, joten se suppenee tasaisesti
jokaisella välillä [−d, d]. Merkitään
S(x) =
∞∑
k=0
xk
k!
.
Lauseen 5.4.1 mukaan
S ′(x) = D
(
∞∑
k=0
xk
k!
)
=
∞∑
k=0
D
(
xk
k!
)
=
∞∑
k=0
xk
k!
= S(x)
jokaisella välillä [−d, d] ja siis koko reaalilukujoukossa. Osoitetaan, että S(x) = ex
kaikilla x ∈ R. Koska
D
(
S(x)e−x
)
= e−x (S ′(x)− S(x))︸ ︷︷ ︸
=0
= 0, x ∈ R,
niin on oltava vakio C ∈ R siten, että S(x)e−x = C eli S(x) = Cex kaikilla
x ∈ R. Sijoittamalla x = 0 saadaan
S(0) = Ce0 ⇔ 1 = C,
joten S(x) = ex ja
ex = 1 + x+
x2
2!
+
x3
3!
+ · · ·
kaikilla x ∈ R.
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Esimerkki 5.4.3. Olkoon
S(x) =
∞∑
k=1
k−x.
Millä muuttujan x arvoilla on
S ′(x) = −
∞∑
k=1
k−x ln k?
Funktiot fk(x) = k−x ovat jatkuvasti derivoituvia kaikilla x ∈ R ja
f ′k(x) = −k−x ln k. Sarja
∑∞
k=1 k
−x suppenee ainakin arvolla x = 2 (Lemma
2.4.5). Lauseen 5.4.1 mukaan riittää osoittaa sarjan
∑∞
k=1−k−x ln k tasainen
suppeneminen ko. välillä. Funktiolle f ′k(x) = −k−x ln k pätee kaikilla k > 1
| − k−x ln k| = ln k
kx
≤ ln k
kp
, (5.5)
kun 0 < p ≤ x. Olkoon p > 1, q > 0. Sovelletaan l’Hospitalin sääntöä
lukujonoille ([15, s. 164]), jolloin epäyhtälön (5.5) oikean puolen raja-arvoksi
saadaan
lim
k→∞
ln k
kq
= lim
k→∞
1
k
qkq−1
= lim
k→∞
1
qkq
= 0,
joten on olemassa N ∈ N siten, että
k > N ⇒ ln k
kq
< 1,
eli ln k < kq, kun k > N . Valitaan q siten, että p− q > 1, jolloin
ln k
kp
<
kq
kp
=
1
kp−q
.
Sarja
∑∞
k=1
1
kp−q
suppenee, jotenWeierstrassin kriteerin mukaan sarja
∑∞
k=1−k−x ln k
suppenee tasaisesti välillä [d,∞[, d > 1.
Olkoon p ≤ 1. Tällöin
ln k
kp
≥ 1
kp
,
kun k ≥ 3. Sarja ∑∞k=1 1kp hajaantuu, joten minoranttiperiaatteen nojalla
sarja
∑∞
k=1
ln k
kp
hajaantuu. Näin ollen sarjat
∑∞
k=1 k
−x ja
∑∞
k=1−k−x ln k to-
teuttavat Lauseen 5.4.1 ehdot välillä x ∈ [d,∞[, d > 1, jolloin ∑∞k=1 k−x
suppenee tasaisesti tällä välillä ja sarja voidaan derivoida termeittäin. Siis
S ′(x) = −
∞∑
k=1
k−x ln k,
kun x ∈ [d,∞[, d > 1.
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Esimerkki 5.4.4. Jos Lauseen 5.4.1 ehtoa sarjan suppenemisesta tietyssä
välin pisteessä ei pystytä osoittamaan todeksi, voidaan päätyä virheellisiin
tuloksiin. Esimerkiksi derivoimalla termeittäin sarjaa
∞∑
k=1
cos
x
k
saadaan
−
∞∑
k=1
1
k
sin
x
k
,
jokaWeierstrassin kriteerin nojalla suppenee tasaisesti jokaisella välillä [−d, d],
sillä ∣∣∣∣1k sin xk
∣∣∣∣ L.3.1.1≤ |x|k2 ≤ dk2 ,
kun |x| ≤ d, ja sarja∑∞k=1 dk2 suppenee Lemman 2.4.5 mukaan. Tästä ei voida
kuitenkaan päätellä, että myös sarja
∑∞
k=1 cos
x
k
suppenee tasaisesti millään
välillä [−d, d]. Itseasiassa se hajaantuu kaikilla x ∈ R, sillä limk→∞ cos xk = 1
ja Lemman 2.4.3 nojalla se ei voi supeta.
6 Kaikkialla jatkuvat ei missään derivoituvat
funktiot
6.1 Historiaa
Sarjojen tasaiseen suppenemiseen liittyy myös eräs erikoinen ilmiö, kaikkial-
la jatkuvat ei-missään derivoituvat funktiot. Bressoud, [3, s.259–260], esitte-
lee tämän havainnon historiaa. Vielä pitkään 1800–luvulla matemaatikkojen
kesken vallitsi käsitys, että kaikki funktiot ovat derivoituvia lukuunottamatta
mahdollisia äärellisen monia pisteitä. 1806 Ampère yritti todistaa derivaatan
yleisen olemassaolon ja 1839 J. L. Raabe esitti teoreeman jatkuvien funktioi-
den derivoituvuudesta. Bolzano, Weierstrass ja Riemann kuitenkin tiesivät
nämä käsitykset vääriksi. Ensimmäisen esimerkin tällaisesta funktiosta ke-
hitti Bolzano vuoden 1830 paikkeilla, mutta työ julkaistiin vasta sata vuotta
myöhemmin ([9, s. 158]). Vuoden 1860 aikoihin Charles Cellérier oli löytänyt
funktion
∞∑
k=1
1
ak
sin(akx), a > 1000,
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joka ei ole missään derivoituva, mutta tämä työ tuli julkisuuteen vasta 1890–
luvulla. Vuonna 1861 Riemann esitteli funktion
∞∑
k=1
sin(k2x)
k2
,
jonka väitti olevan jatkuvan kaikilla x ∈ R, mutta ei-derivoituva äärettö-
män monella x. Sarjan tasainen suppeneminen on yksinkertaista todistaa
Weierstrassin kriteerin perusteella (Lause 5.2.1, ak = 1/k2), joten funktio
on jatkuva kaikilla x. Ei-derivoituvuus on vaikeampi todistaa. G. H. Hardy
osoitti 1916, että millä tahansa (mielivaltaisen lyhyelläkin) äärellisellä välillä
on olemassa äärettömän monta muuttujan x arvoa, joilla derivaattaa ei ole
olemassa. Vuonna 1970 osoitettiin, että on myös olemassa äärettömän monta
arvoa, joilla derivaatta on olemassa. Näin ollen Riemannin merkittävä löytö
ei vielä sisältänyt funktiota, joka ei ole missään derivoituva.
Riemannin löydös jakoi tutkijoiden mielipiteet, esimerkiksi Hermann Han-
kel ja Jules Hoüel olivat toiveikkaita löytämään kaikkialla jatkuvan ei mis-
sään derivoituvan funktion, kun taas Phillippe Gilbert epäuskoisena osoitti
edellisten töiden virheitä. Todellinen mullistus oli Weierstrassin vuonna 1872
esittämä funktio
W (x) =
∞∑
k=0
ak cos(bkpix),
missä 0 < a < 1, b > 1 on pariton kokonaisluku ja ab > 1 + 3pi/2. Tämän
jälkeen useat tutkijat kehittelivät näitä patologisiksi kutsuttuja funktioita,
joista löytyy tietoa esimerkiksi Johan Thimin tutkielmasta [14].
6.2 Weierstrassin funktio
Edellä on käsitelty funktiojonojen ja -sarjojen integroituvuutta, ja todettu
myös, että suljetulla välillä jatkuva funktio on integroituva kyseisellä välil-
lä. Derivoituvuuden kanssa tilanne on eri, jatkuvuus on välttämätön, muttei
riittävä ehto funktion derivoituvuudelle. Funktiojonojen ja -sarjojen derivoi-
misen suhteen on esitelty erikoisehdot, jolloin jono tai sarja on derivoituva.
Käsitellään seuraavaksi Weierstrassin funktiota W (x) Hewittin ja Stromber-
gin ([7, s.258–260]) tapaan. Esitetään vielä Lauseen 6.2.2 todistusta varten
seuraava esimerkki.
Esimerkki 6.2.1. Olkoon b ∈ N pariton, siis on olemassa m ∈ N siten, että
b = 2m+ 1. Kahden parittoman luvun tulo on myös pariton:
(2m1 + 1)(2m2 + 1) = 4m1m2 + 2m1 + 2m2 + 1 = 2m
′ + 1,
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jollekin m′ ∈ N. Tällöin induktiolla on helppo päätellä, että myös bn on
pariton kaikilla n ∈ N. Näin ollen kaikille z ∈ Z saadaan
cos(bnpiz)
L.3.1.1
= eib
npiz − sin(bnpiz)︸ ︷︷ ︸
=0
= (eipi)b
nz (6.1)
Koska eipi = cos pi + i sin pi = −1 ja (−1)bn = −1 (bn on pariton), saadaan
yhtälöstä (6.1)
cos(bnpiz) = (−1)z.
Lause 6.2.2. Olkoon b positiivinen pariton kokonaisluku ja a reaaliluku siten,
että 0 < a < 1. Oletetaan lisäksi, että ab > 1 + 3pi
2
. Olkoon W joukossa R
määritelty funktio
W (x) =
∞∑
k=0
ak cos(bkpix).
Tällöin W on jatkuva ja ei derivoituva kaikilla x ∈ R.
Todistus. Kaikilla k pätee |ak cos(bkpix)| ≤ ak kaikilla x ∈ R. Koska 0 < a < 1,
sarja
∑∞
k=0 a
k on geometrinen ja siten suppenee. Lauseen 5.2.1 nojallaW sup-
penee tasaisesti. Funktiot fk(x) = ak cos(bkpix) ovat jatkuvia, joten Lauseen
5.1.7 nojalla W on jatkuva.
Osoitetaan, että W ei ole derivoituva missään pisteessä. Olkoon x ∈ R.
Kaikilla n ∈ N ja h > 0 saadaan
W (x+ h)−W (x)
h
=
n−1∑
k=0
ak
cos(bkpi(x+ h))− cos(bkpix)
h
+
∞∑
k=n
ak
cos(bkpi(x+ h))− cos(bkpix)
h
= Sn +Rn.
Välillä ]x, x + h[ funktio g(x) = cos(bkpix) on derivoituva ja jatkuva myös
välin päätepisteissä, joten väliarvolauseen (Lause 3.3.3) nojalla saadaan
cos(bkpi(x+ h))− cos(bkpix)
h
= −bkpi sin(bkpi(x+ h′))
missä 0 < h′ < h. Edelleen
| − bkpi sin(bkpi(x+ h′))| ≤ bkpi,
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joten
|Sn| ≤
n−1∑
k=0
akbkpi =
n∑
k=1
pi(ab)k−1
L.2.4.2
=
pi(akbk − 1)
ab− 1 <
pi(akbk)
ab− 1 . (6.2)
Merkitään
bnx = αn + βn,
missä αn ∈ Z ja −12 ≤ βn < 12 ja olkoon
hn =
1− βn
bn
.
Koska −1
2
≤ βn < 12 ,
3
2
≥ 1− βn > 1
2
⇔ 3
2bn
≥ 1− βn
bn
>
1
2bn
,
ja siis
2bn
3
≤ 1
hn
< 2bn. (6.3)
Arvioidaan nyt termiä |Rn|. Jollekin k ≥ n on
bkpi(x+ hn) = b
k−nbnpi(x+ hn) = b
k−npi(bnx+ 1− βn) = bk−npi(1 + αn).
Koska b on pariton, saadaan
cos(bkpi(x+ hn)) = cos(b
k−npi(1 + αn))
Esim.6.2.1
= (−1)1+αn . (6.4)
Lauseke − cos(bkpix) saadaan muotoon
− cos(bkpix) = − cos(pibk−nbnx) = − cos(pibk−n(αn + βn))
L.3.1.1
= − cos(pibk−nαn) cos(pibk−nβn) + sin(pibk−nαn) sin(pibk−nβn)︸ ︷︷ ︸
=0
Esim.6.2.1
= −(−1)αn cos(pibk−nβn) = (−1)1+αn cos(pibk−nβn). (6.5)
Asetetaan h = hn, jolloin yhtälöjä (6.4) ja (6.5) käyttäen termille |Rn| saa-
daan
|Rn| =
∣∣∣∣∣
∞∑
k=n
ak
(−1)1+αn + (−1)1+αn cos(pibk−nβn)
hn
∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(−1)1+αnhn
∣∣∣∣ · ∞∑
k=n
ak(1 + cos(pibk−nβn)). (6.6)
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Koska cos(pibk−nβn) ≥ −1, ovat sarjan
∑∞
k=n a
k(1 + cos(pibk−nβn)) termit
aina ei-negatiivisia ja sen summa on vähintään yhtä suuri kuin ensimmäinen
summattava. Näin ollen yhtälöstä (6.6) saadaan edelleen
|Rn| ≥
∣∣∣∣(−1)1+αnhn
∣∣∣∣ · an(1 + cos(pib0βn)︸ ︷︷ ︸
≥0
) ≥ a
n
hn
≥ 2a
nbn
3
. (6.7)
Yhdistämällä arviot (6.2) ja (6.7) saadaan erotusosamäärälle∣∣∣∣W (x+ hn)−W (x)hn
∣∣∣∣ = |Rn + Sn| S.2.1.6≥ |Rn| − |Sn|
>
2anbn
3
− pia
nbn
ab− 1 = (ab)
n
(
2
3
− pi
ab− 1
)
.
Koska ab > 1 + 3pi
2
, on
(
2
3
− pi
ab−1
)
positiivinen vakio. Näin ollen
lim
n→∞
∣∣∣∣W (x+ hn)−W (x)hn
∣∣∣∣ > limn→∞(ab)n
(
2
3
− pi
ab− 1
)
=∞.
Koska limn→∞ hn = 0, on selvää, että derivaattaa W ′(x) ei ole äärellisenä
olemassa. Koska x on mielivaltainen, ei funktio W (x) ole derivoituva millään
arvolla x ∈ R. 
Havainnollistetaan Weierstrassin funktion käyttäytymistä vielä graafises-
ti. Olkoon nyt a = 0, 9 ja b = 7, jolloin funktio W (x) =
∑∞
k=0 0, 9
k cos(7kpix)
toteuttaa Lauseen 6.2.2 ehdot. Kuvissa 5, 6, 7 ja 8 esiintyy neljän ensimmäi-
sen osasumman kuvaajaa välillä [−1, 1]. Nähdään, että kuvaajien ääriarvo-
kohdat tihenevät indeksin k kasvaessa, tarkemmin sanottuna yhden ääriar-
vokohdan tilalle muodostuu aina seitsemän uutta. Intuitiivisesti on selvää,
että funktion ääriarvokohdat jatkavat ”monistumistaan” muodostaen teräviä
piikkejä äärettömän tiheään. Geometrisesti tulkittuna kuvaaja muodostuu
pisteistä, joille tangentin kulmakerrointa ei voida määrittää.
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Kuva 5: S1 = cos(pix)
Kuva 6: S2 = cos(pix) + 0, 9 cos(7pix)
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Kuva 7: S3 = cos(pix) + 0, 9 cos(7pix) + 0, 92 cos(72pix)
Kuva 8: S4 = cos(pix) + 0, 9 cos(7pix) + 0, 92 cos(72pix) + 0, 93 cos(73pix)
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Kuva 9: Suurennos Kuvasta 8
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